Sur les variétés d'Algèbres de Lie de dimension ⩽7  by Carles, R & Diakité, Y
JOERNAI. OF ALGEBRA 91. 53-63 (1984) 
Sur les varih5s d’Algc$bres de Lie de dimension .Q 
R. CARLES ET Y. DIAKITI? 
IXpariement de MathPmutiques. ljnicersift; de Poiricrs. 
40. Al:enue du Recteur Pineuu. 86 022 Poiiiers. I;roncr: 
and Ecole Sotmale SupCrieure de Bamako, Uarnako, Mali 
Communicated by J. Tits 
Received January 7; 1983 
t’etude des varietes d’algebres de Lie L, sur un corps algebriquement clos et de 
caracttristique 0 pour m < 7 a tte men&e a bien simaltanCment et independernment 
par les auteurs avec des methodes distinctes (cf. Carles, C. R. Acad. Sci. Paris 289 
(1979), 263; Diakite, These de 3eme cycle, Strasbourg, 1979, et notes non publiees. 
Notre &ude s’appuie sur la classification fi ie des algkbres de Lie nilpotentes de 
dimension <6 et utilise le fait remarquable de la densite dam L, pour m < 7 du 
sous-espace des lois d’algebres de Lie decomposables. 0 1984 Academic Press, Inc. 
The varieties of Lie algebras of dimension m < 7 over an algebraica!ly closed 
field of characteristic 0 are studied. The well-known classification of nilpotent Lie 
algebras of dimension &6 and the density for m < 7 of the subspace consisting of 
laws which are decomposable (or splittable) are used. The irreductible components 
and the open orbits are determined. 0 1984 Academic Press, Inc. 
L’etude des varietes L, des lois d’algebres de Lie sur un iK-espace vector% 
de dimension m a ett abordee dans les anntes 60 cornme nouveau champ 
d’applications de la thborie des deformations. Ce travail propose d’aborder ie 
point de vue global laisse de cot6 par cette thiorie et de dormer pour le cas 
concret des petites dimensions une idee de !a nature des composantes 
irrtductibles. 
Le corps IK utilise est algebriquement cios et de caracteristique 0. Le 
groupe GL(V) des automorphismes lineaires de V= :K” opere sur la variete 
L, et sur sa sous-variete R, des algdbres de Lie rtsolubles par I’action 
habituelle s * 4 = s . #(s-“, s-r) oti 4 est le crochet e Lie. Les notions 
topologiques sont relatives a la topologie de Zariski. PO me algbbre de Lie 
g on designe par d(g) l’algebre des derivations, ad g celle des derivations 
interieures, Z(g) le centre et n(g) = n le plus grand ideal nilpotent. On n 
D, I’algebre de Lie abelienne de dimension II et r2 I’alglbre non abelienne 
dimension 2. Les notations cohomologiques utilisees ont classiques. 
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1. LES OIJTILS EMPLOYI% 
I. 1. L’outil cohomoiogique 
L’utilisation de la cohomologie pour I’etude des varietes L, est courante 
dans tous les travaux parus sur ces questions. Elle n’est pas indispensable 
pour la determination proprement dite des composantes et orbites ouvertes 
mais son usage prtsente un avantage de clarte et permet de poser les 
problemes en termes classiques. Le resultat qui, dans ce langagc, permet 
d’obtenir les composantes de L,,, pour m < 7, sera la proposition suivante: 
PROPOSITION 1. I (1). Si X est un fermP irrkductible de L, qui contient g 
auec dim X = dim Z*(g, g): alors on a: 
(i) g est point simple du schPma L, , 
(ii) X est la seule composante irr&ductible qui contienne g. 
Preuue (cf. [4 J). Le tangent de Zariski en g au schema L, (defini par les 
relations de Jacobi) est egal a Z’(g, g); il contient le tangent de Zariski en g 
a chaque sous-variite. La dimension algebrique de I’espace X de I’enonce est 
done egale a celle de toute composante de L, contenant X: on obtient (i) et 
X est une composante. 
L’unicite dans (ii) resulte du fait que g verifie (i). 
L’egalite suivante: 
C.Q.F.D. 
dim Z*(g, g) = dim H*(g, 8) - dim H’(g, g) + dim H”(g. g) + m2 - m. 
nous am&e i calculer des dimensions de groupes de cohomologie. Nous 
utilisons pour cela le theoreme 13 de factorisation de [5) en remarquant que 
dans la preuve nous pouvons prendre les hypotheses plus larges qui vont 
suivre: 
TII~OR~ME (HA). Soient g une algebre de Lie. M un g-module de 
dimension fink sur ‘Y, i un idt!a( et b une sous-algibre supplkmcntaire de i: 
re’ductitle dans g, telle que le b-module induit sur M soit semi-simple, alors on 
a pour tout n: 
H”(g, M) 2. 1 H’(b, 1Y) @ If”& M)b. 
i-1 k-n 
Nous appliquons ceci a la cohomologie adjointe de g. La suite exactc des 
b-complexes differcntiels gradues 
0 + C(i, i) -+ C(i, 9) + C(i, g/i> -+ 0 
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conduit a une suite exacte de cohomogie qui donne, en prenant Les 
b-invariants, la suite exacte suivante: 
0 + Ho& i)“- Ho& g)b-+ H”(i, g/i)“& W(i, ijb3 ... 
Lorsque W(j, g/j)” = 0 pour p > 1 et Z(g) c i, aiors 1.1(2) donne la suite 
exacte 
O+.Z(b)&N’(j, j)b+H’(j,g)b-+O 
et des isomorphismes qui, avec le theoreme -S., conduisent aux 
isomorphismes suivants: 
‘@I, d = Z(b) 0 Z(g) + W’b i)b/~(b>)y 1.1(3) 
H2(g, g)N H2(b, IK) 0 Z(g) + Z(b) 0 (H’(i, i)b/Z(b)) i- H”(i, i)b~ I.t(4) 
Remarque 1.1(5). Pour que HP& g/i)” soit nul pour chaque 4 > 1, il 
suffit d’avoir (Apj)Z(b) = 0; ceci a lieu en particulier lorsqu’il existe X dans 
Z(b) tel que ad x / i soit diagonalisable avec les valeurs propres tomes ration- 
nelles et strictement positives. 
1.2. Utilisation dalgt?bres de Lie dont le radical est ~ii~ote~t 
Le resultat utile ici est la classification connue des algebres de Lie 
nilpotentes de dimension <6, cf. [6], [9], ou [IO], et cede qui s9en deduit des 
algebres de Lie dont le radical est nilpotent. 
A chaque g correspond le plus grand ideal a dont le radical est nilpotent, 
soit a = [g, g] + n. Reciproquement a chaque a nous associons l’espace 
L,(a) des iois de L, dont le plus grand ideal a radical n 
omorphe a a. Si a est nilpotent, cet espace est contenu dans 
m (a>. 
Pour m donne, la recherche des a pour lesquelles L,(Q) est non vide nous 
ambne a introduire la notion de tore maximal exterieur sur une algebre de 
Lie. 
DEFINITION 1.2(l). On appelle tore exterieur sur g toute sous-algebre 
abehenne de derivations semi-simples de g et d’intersection ulle avec 
I’espace des derivations intbrieures. I[1 est dit maximal (note T,) s’ii Z’est pour 
l’inclusion. 
La conjugaison des tores maximaux T dans d(g) et des tores rna~irna~~ 
Tn ad g dans ad g resulte du thcoreme de Mostow sur la conjugaison des 
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sowalgebres completement reductibies d’une algebre de Lie liniaire (lk est 
algtbriquement ~10s). Ceci entraine que les tores T, ont une dimension 
commune t,(g) appelee l’indice toroi’dal exterieur de g (egal a i’indice 
toro’idal t(g) lorsque g est nilpotente). 
PROPOSITION 1.2(2). L’espace L,(a) est non vide si et seulement si oyz a 
(dim a) + te(a) > m 2 dim a. 
Preuve. Soit g telle que a = [g, g] + n. On peut toujours icrire 
g = t + B + n oti f est une sous-algebre nilpotente du radical qui commute 
avec une sous-algebre de Levi 5. L’homomorphisme qui i x E f associe ia 
partie semi-simple de ad x 1 a a pour noyau f n n et pour image un tore 
exterieur sur a qui annule s. La dimension de ce tore vaut dim I/e r? n = 
m - dim a, d’ou la proposition. L. 
1.3. Utilisation dalggbres de Lie dtkomposables 
On rappelle que g est dite dkcomposable si elle peut s’ecrire et@ 5 0 n oti 
u 0 n designe le radical, s une sous-algebre de Levi et u une sous-algebre 
abelienne reductive dans g qui commute avec 5. 
Si X est une partie de L,, on note X” l’ensemble des lois decomposables 
qu’elle contient. L’etude des espaces L:(a) necessite la proposition suivante: 
PROPOSITION 1.3(I). L’espace L;(a), pour t, > - dim a = t > 0, es%k 
irriductible, constructible, et de dimension m2 + r(te P) - d avec t, = b,(a) 
et d le minimum de dim d(g) quand g E L:(a). 
Preuve. L’ouvert A des parties libres de TL s’inje&te clans ~5,~ par l’in- 
jection affine f qui a (6, ,..., 8 ) associe I’algebre de Lie g de Ioi 4 difinie par 
#(xiYY)=6i’Y (P our y E a), et #(xi, xj) = 0 si xi (1 < i < P> est me base 
fixee d’un supplementaire de a. E’espace I,:(a) est egai a I’orbite d f (A) par 
Gt(V) done irreductible etconstructible. Sa dimension vaut 
m2 + dim A - inf{dim Q(g) + dim d(g); g E I,:(a)} 
oti Q(g) designe l’ensemble des elements de A qui donnent g a isomorphisme 
pres. On a dim O(g) = r2 puisqu’il n’existe qu’un nombre fki de sous-tores 
de T, conjugues d’un tore don& d’ou la dimension. 
Pour m < 7 nous avons le fait remarquable que LL et Rz sont denses dam 
E, et R, respectivement, ce qui est contenu dans la proposition suivante: 
PROPOSITION 1.3(2). Pour tout m < 7, L:(a) est dense dans %,(a>. 
Nous demontrons cette proposition cas par cas pour les a de dimension 
<6; ceci est grandement simplifii par le Iemme suivant (qui trivialise en
particulier les cas a = n avec dim n = 6). 
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LEMME 1.3(3). Si Test un tore maximal SW ralgzbre nilpotente n kg& d 
une sowalgdbre de Cartan de A(n) et tel que T. n = n, alors toute algdbre 
g E R,(n) possidant un id&al dtkomposable de codimension 1 appartient ti 
Padhkrence z:(n). 
Preuve du lemme. L’idtal decomposable j = r @ n de codimension I de g 
(r opere comme un tore pour l’action adjointe) verifie b(j) = ad j + 4, i 
2d(n)r oti I0 designe l’ensemble des derivations dont l’image est contenu dans 
Z(j) et ^  le prolongement lintaire i 0 sur r du centralisateur de r dans d(n). 
L’ouvert Sz des elements reguliers surjectifs de d(n) qui n’appartiennent 
pas a T est non vide ainsi que o = ZACn, ~ri.Q; D=adjsb,,+& est dense 
dans d(j) et tome extension de i obtenue par produit semi-direct a I’aide 
d’une derivation 6, E D, notee i(‘l), est isomorphe a j”’ pour 6 E I, + 6” Le 
noyau t de S/r + Z(i) est supplementaire de n dans j et j”? = IKE @ f @ n est 
decomposable puisque lK6 + f est abelienne et que 6 1 n est regulier et semi- 
simple a cause de l’hypothese sur les sous-aigebres de Cartan de d(n). El 
suffit alors de tenir compte de la densite de D dans A(j). C.Q.F.D, 
2. SYNTH~CSE 
Nous sommes a present en mesure de construire les espaces E,, m < 7, en 
utilisant les propositions precedentes et la classification explicites des 
algebres de Lie nilpotentes de dimension <6 que now utiliserons dans la 
terminologie de Dixmier et Vergne [lo]. 
2.1. Vari&& R,, m < 7 
Le rtsuitat essentiel concernant ces varietis est la proposition suivante: 
PRGP~SITIGN 2.1(l). Les composantes de R,, pour 1 < m < 7, sont les 
espaces El(n) avec n < m < n + t, ; si n = dim n. 
Preuve. L’espace R, est reunion (finie) de Ea variiti N, des ~i~~ote~tes 
et des R,(n) pour dim n = n < m; ceux-ci sont contenus dans les I?:(n) 
d’apres la proposition 1.3(2) et l’on demontre dans [2] qu’il n’existe pas de 
composante nilpotente dans R, ni dans L, si 1 < m < 7. I1 reste done a 
montrer que les E:(n), n < m < n + t,, sont bien des composantes. On utilise 
la proposition 1.1(l). (On calcule Pa dimension de Z’(g, g) et 190n compare 
avec la dimension donnte par la proposition 1.3(l).) Nous sommes amen&s a 
calcuier Hi@, g), i = 1 et 2, pour des algbbres g = z @ tt oti z est un sous- 
espace qui varie dans la Grassmannienne Gr,(T) des sous-espaces de 
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dimension r = m - n d’un tore maximal T sur n. Chaque algebre nilpotente 
de dimension <6 vtrifie (aprbs etude faite cas par cas) 
H’(lt, ny = 0 pour if1 
NT pour i=l 
pour la cohomologie adjointe T-invariante de n. 
Les r E Gr,(T) tels que H’(n, n)’ soit nul pour i # 1 et isomorphe a T 
pour i = 1 constituent un ouvert non vide. Grace a 1.1(3) et 1.1(4) on aura 
H’(g, g) = 0, dim H’(g, g) = t - Y, dim H*(g, g) = r(t - r) et finalement 
dim R:(n) = dim Z2(g, g) = in2 - m + (t - r)(r - l), pour les algcbres g 
correspondantes. C.Q.F.D. 
Remarque 2.1(2). Si n est produit direct d’algebres de Lie nilpotentes de
dimension <6, l’espace R:(n) (pour II < m < n + t) est composante irreduc- 
tible de L,. Ces composantes contiennent des points simples pour le schema. 
Les classes d’algebres de Lie dans R:(n) sont parametrees en quotientant 
Gr,(T) par une relation d’bquivalence dont les classes sont tinies; elles 
constituent des familles a r(t - r) parametres. Le cas r = t correspond done h 
une orbite ouverte et nous avons: 
COROLLAIRE 2.1(3). Les orbites ouvertes de R,, 1 < m < 7, sont les 
orbites des algzbres de Lie rtkolubles et compl&es. 
Remarque 2.1(4). Les algbbres de Lie completes de dimension <7 
verifient H(g, g) = 0. 
Les composantes, suivies de leur dimension, ainsi que les orbites ouvertes 
de R,, m < 7, sont donnees dans le tableau I. 
2.2. Variktks L,, m < 7 
Nous enoncerons la proposition suivante en notant Vi le 51(2,lK)-module 
irrtductible d dimension i et @ le produit semidirect obtenu par l’action 
naturelle de sI(2, IK) cd(n) sur l’algebre nilpotente n. 
PROPOSITION 2.2(l). Les composantes des L,, m < 7, sont les espaces 
z:(a) avec dim a < m < dim a + t, et les adhkrences des orbites des algdbres 
suivantes: ol, sI(2, IK), sI(2, IK) x D,, eI(2, IK) 0 Vi (i = 2 et 4), sI(2, IK) @ n3, 
51(2, IK)*, sI(2, IK)’ x o, et sI(2, IK) 0 V, 0 V,. Elles contiennent to&es des 
points simples du sch&ma L,. 
Preuve. Tenant compte de la proposition 2.1(l), L, pour m < 7 est 
reunion des composantes de R, et des Z;(a) pour a non nilpotente t 
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TABLEAU I 
Composantes et orbites ouvertes de R,” 
R,: composante ii (2); 
orbite ouverte rz (2) 
R,: composante @(o,) (6) 
R,: composantes Zi(o,) (12), Ii: (12) et Ki(n,) (12); 
orbite ouverte rz X i-* (12) 
R,: composantes Ry(oJ (21), Rz(nJ (20), Zz(oJ (ZO), Kf(n, X or) (20) et Rt(nq) (20); 
orbite ouverte r, @ n, (20) 
R,:composantes l@o,) (30), l@o,) (32), Ei(n, x ol) (31), pi(q) (301, Ei(o,) (301, 
@(?I, X 02) (30), F&, X ox) (3O), et Les xz(tt,,,) (30) pour 1 < k < 6; 
Orbites ouvertes (de dimension 30) 
R,: composantes x:(0,) (44), @(n, X OJ (42), @(o,) (45) $‘(n, X oz) (44), @(n, X 0,) 
(43), @(n,,,) (43), G(n,,,) (43), $(n,,,) (42), %(Q) (42), @r,,,) (42) et les l?:(n) 
(42) pour les 30 algebres nilpotentes n de dimension 6; 
Orbites ouvertes (de dimension 42) 
a La dimension des composantes et orbites est indiquee entre parentheses. 
dim a + t,(a) > m > dim a. Voici la liste des algibres a; suivies de l’indice le 
entre parenthhes, pour dim a < 6: 
5% 1K) ((9, sI(2,lK) x oI (1) en dimension <4, 
5V, IK) x 02 (21, q2, IK) 0 v, (1) en dimension 5, 
sI(2, IK)' (O), 542, IK)x o3 (3), sf(2, lK)>( n3 (2), (d( , IK) 651 V,) x ~1 (2), 
sf(2, IK) 0 V, (I), 51(2, 1-f) 0 nx (1) en dimension 6, 
s1(2, IK)’ x ol, si(2, IK) x n avec dim n = 4, (~l(2, IK) @ V& x oz, 
(Gk IK) 0 V,) x ~1, (sI(2, IK) 0 ~3) x Q, 5 sI(2, I";) 0 v4> 
d(2,lK) 0 V,@ vz en dimension 7. 
Si dim a < m < 7, on v&Se aisirment que z:(a) est composante par 
application des propositions 1.1(l) et 1.3(l)> de I. l(3) et (4). 
Les algtbres a de dimension PIZ qui donnent des composantes seront rigi 
et i’on voit saris trop de difficulti? que les candidats sent i chercher parmi 
sI(2, IA), ses produits directs par o,, sI(2, IK) et eI(2, IK) 0, > et les algkbres 
parfaites (c&d. is, 91 = 9) sI(2, IK) @ Vi (pour Z = 2 et car eI(2, IK) @ I,'3 
hire d sI(2, IK)'), si(2, IK) @ V, @ V, et sl(%, IK) @ n3. n conclut en 
481/91/1-S 
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TABLEAU II 
Composantes et orbites ouvertes de L,” 
L,=R, 
L, composantes : composante de R, et (s[(2, IK)) (6); 
orbite ouverte : sI(2, IK) (6) 
L, composantes : composantes de R,; (sl(2, IK) x 0,) (12); 
orbites ouvertes: orbite ouverte de R, et sl(2, IK) x o, (12) 
L, composantes : composantes de R, ; 
(51(2, IK) x ~2) (20), W(2, IK) 0 Vz) (19); 
orbites ouvertes: orbite ouverte de R, , 
e[(2, IK) x rz (20) et sI(2, IK) @ V, (19) 
L, composantes : composantes de R,, 
ti(eI(2, IK) x oZ) (30), E@(2, IK) @ V,) (30), 
(sI(2, IK)*) (3% W(2, IK) 0 $1 (30); 
orbites ouvertes (toutes de dimension 30): 
orbites ouvertes de R,, aI @ V,, sI(2, IK)* et 5[(2, IK) @ n3 
L , composantes : composantes de R, , 
(5I(2, IK) x r;) (42), E;(sI(2, IK) x oj) (42), 
2;(51(2, IK) x n,) (42), Zt(eI(2, IK) 0 V2 x oJ (42), 
2:(51(2, IK) @ V,) (42), t;(sC(2, IK) @ n3) (42), 
(sI(2, IK)’ x oJ (42), (sl(2, IK) 0 V,) (41) et 
(sK2, IK) 0 V, 0 V,) (37); 
orbites ouvertes: orbites ouvertes de R,, sl(2, IK) x r;, (d(2, IK) @ V#E’, (d(2, IK) @ n#‘) 
(E prolonge une dkivation semi-simple de n qui commute avec 51(2, IK)) et 
sI(2,lK)* x o, (toutes quatre de dimension 42), el(2, IK) @ V, (41) et 
5I(2, IK) @ V, @ V, (37). 
a La dimension des composantes et orbites est indiquke entre parenthkses. 
vlrifiant que le 2kme groupe de cohomologie adjointe est nul pour ces 
alghbres, cf. [7,8]. C.Q.F.D. 
COROLLAIRE 2.2(2). Les orbites ouvertes de L, (m < 7) sont celles des 
algt?bres de Lie compl&es ainsi que des algibres de Lie suivantes: ol, 
42, IK) x ol, eI(2,lK)O Vi (i= 2 et 4), 51(2, IK)@ n3, sI(2,1K)2 X o1 et 
sI(2, IK) @ V, @ V,. EZZes v&zj?ent to&es H’(g, g) = 0. 
Les composantes suivies de leur dimension ainsi que les orbites ouvertes 
de L,,, m < 7, sent don&es dans le tableau II. Now en dCduisons en 
particulier le corollaire suivant. 
COROLLAIRE 2.2(3).' Si 6(m) est le nombre des composantes de L,, on 
a 8(l) = o(2) = 1, e(3) = 2, e(4) = 4, o(5) = 7, t!?(6) = 17 et e(7) = 49. 
(Voir le tableau III.) 
’ Rectz@ztz~ dans [2], lire 30 au lieu de 32 (p. 265, ligne 9), 37 au lieu de 38 (p. 265, 38me 
ligne a partir du bas) et 49 au lieu de 51 (p. 266, 28me ligne). 
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TABLEAU III 
m 1 2 3 4 5 6 7 
Nombre des composantes 
deR, 
Nombre des orbites 
ouvertes de R, 
Nombre des composantes 
deL, 
Nombre des orbites 
ouvertes de L, 
1 1 1 3 5 13 40 
I 1 0 1 1 3 8 
1 1 2 4 7 17 49 
1 1 1 2 3 6 14 
rque 2.2(4). On trouve dans [3] une bonne inferieure d B(K) 
3. REMARQUES ET CQMMENTAIRES 
L’etude des schtmas L,, pour m < 7, blneficie d’un certain ombre de 
conditions favorables qui n’existent plus a priori pour m > 7 ; enumirons-les: 
3( 1) Les espaces L,(a) pour dim a < m ne seront plus indexes par un 
ensemble fini. 11 faudra grouper les algebres de Lie a en familles continues 
bien choisies. Par exemple la famille continue F constituee des algebres 
nilpotentes de [ 1, exercice no 18, Sect. 41, difinies par les crochets non nuls 
suivants pour t E IK: 
Ix1 5 xil = xi t 1 (2 < i < 61, [x*,x31 =x5, [x*,x41 =x6, 
[x2, x51 = tx,, 1x3 > x,1 = (1 - t> x7 
donne une composante R,(F) = F:(F) de L,. 
3(2) La proposition 1.3(2) n’est plus vraie pour m grand, ce que l’on 
peut deja verifier sur les espaces R,(o,). 11 existera des composantes X dans 
lesquelles x0 n’est pas dense. 
3(3) Nous n’avons aucune raison d’exclure l’existence d composantes 
nilpotentes dans R, ou L, pour m > 7, bien que nous n’en ayons aucun 
exemple. 
3(4) Si toutes les composantes de L, verifient la proposition I.I (I) 
pour m < 7, ce n’est plus vrai pour m > 13, cf. 13, 7, 81. 
L’etude au-dela de la dimension 7 apparait done comme un probleme ardu 
pour toutes ces raisons. Elle s’articulera necessairement autour des 
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recherches ur la classification des algebres de Lie nilpotentes. L’ttude des 
orbites ouvertes semble plus accessible et fournira peutdtre, apres les semi- 
simples, une jolie serie d’algebres de Lie a classer. 
APPENDIX: TABLE DES ALG$BRES DE LIE 
RhOLUBLES /i ORBITE OUVERTE DANS L,,l?l< 7 
Seuls les crochets non nuls sont indiques pour une base C, ,..., t,, x1 ,..., x, 
de g compatible avec la decomposition en produit semi-direct T @ n. 
m=2 r2 : 14 3 x11 = x, 
m=4 (t$ 
m=5 Tz@n3 : [x,,x,] =x3, [t,,x,l =x,, [t,,x,l =x3> 
[t,,x,] =x2, [t,,x,l =x3 
m=6 T,@n, : [x1,x,] =x3, [x,,x,] =x4, 
[~,,x,]=X*,[t,,x,]=x,,~~,,X41=2x,, 
[t*,X~]=X2,[tZ,Xg]=Xg,[t~,X~1=Xq 
T, 0 % :[x~,x~]=x~+~(~ <~<~),[x,,x,]=x,, 
[t,,xi] =ixi(l <i<5) 
w 
m=7 (T,On,)Xr, 
T, 0 n5,3 :[X~,X*l=X~,[X~,X~l=~~,[~*r~~l=~~r 
[t,, x,] =x,, [t1, XJ = 2x,, [t,, x,] =x4, [h,X,] = 2x,, 
[tz,X,l=X2,[t*,Xdl=X4,[tZ,X51=X5 
T2 0 n5,4 :[x1,x21=x3, [xI,x3l=x43 [x*:x31=x5, 
[fl, x,] =x1, [t1, x3] = x3, [tt, x,] = 2x,, [fl, x,] =x5, 
[t,,x,] =x2, [r*,x3]=x3, [tz,x,] =x4> [t,,x,] =2x, 
Tz 0 x5 :[x,,xi]=xi+l(1<i<5), 
[t,,x,] =x1, [t,,x,] =x3, [t,,x,] = 2x,, [t,,x,] = 3x, 
[t,,x,l=Xz,[~2,~31=~3,[~*,~41=~4,~~Z,~~1=*5 
T, 0 x12: [x,,X,1=X4,[X,,~4l=~S,[~1i~S1=~~*,~3l=[~~r~41=~6r 
[tx 1 x,] =x1, [t1, x*1 = 2x,, [t1, x3] = 3x3, [t1, x4] = 3x,, 
[h,x,l=4x,> Ih,x,l=5x, T On 
1 6,17 : [xl,xi] =x~+~ (1 <i < 6), [x1,x3] =x6, 
[t,,xl]=x,,[tl,xi]=(i+l)xi(2~ii6) 
T, 0 n6,+ [x~,x~]=x~+,(~<~<~),[~~,~,]=x~,[x,,x~]=x~, 
[t,,xi]=ixi(1&i<6) 
T, 0 ne [~~,~zl=~3,~~~,~31=~4~~~~i~41=~~*,~31=~5i 
[X2>x5]=-[X3,X4]=X6 
[t,,xi]=ix,(1&is5),[t,,x,]=7x, 
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